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Sommario

Summary:Considerations about Peano's Curv e After a short
historical intro duction, the 2-dimensional Peano'scurve is considered
as �rst fractal curve, starting a new successfulscience. Its amazing
and paradoxical feature was the main reasonfor a strong critical re-
thinking of the dimension concept. In such a way, we want to remark
the importance, vastnessand successof its consequences,like current
studiesabout fractal objects, opening new unconsideredand promising
outcoming views. Finally we are presenting the L-system description
for the implemention of the Peano'scurve visualization.
keyw ords: curve, topological and fractal dimension, limit curve, ex-
perimental and visual mathematics, bourbakist de�nition, intuitiv e
and constructive de�nition, L-system
Sunto: Dopo una breve intro duzione storica, si considerala curva di
Peanocomela prima curva frattale, che ha dischiuso una nuova fecon-
da scienza. La sua sorprendente e paradossalepropriet�a �e stata fonte
di una forte revisionecritica del concetto di dimensione. Si vuole com-
mentare in questomodo l'imp ortanza, la vastit�a e il successodelle sue
implicazioni, tra cui anche lo studio odierno dei frattali, che ha aperto
insospettate e promettenti prospettiv e. Segueuna descrizionedi un
L-sistema per una implementazione della visualizzazionegra�ca della
curva di Peano.
parole chia ve: curva, dimensionetopologica e frattale, curva limite,
matematica sperimentale e visuale,de�nizione bourbakista, de�nizione
intuitiv a e costruttiv a, L-sistema
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1 Il Con testo: inquadramen to storico-critico

Nel 1890GiuseppePeano1, matematico, logico, iniziatore della meta-matematica,
professoreall'Univ ersit�a e all'Accademia militare di Torino, personaalquan-
to schiva, scopr�� una curva, una variet�a apparentemente ad una dimensione,
che ricopriva interamente un quadrato [1] 9.7.
Pubblic�o un articolo su MathematischenAnnalen dal titolo Sur une courbe
qui remplit toute une aire plane.

Figura 1: Giuseppe Peano

A quel tempo quasi tutti credettero che la costruzione fossetotalmente
priva di senso. Si tenga conto che all'epoca l'Analisi si occupava di due
indirizzi: [6]

1. quello tradizionale, che studiava classidi funzioni algebriche, trigono-
metriche, esponenziali

2. uno pi�u recente, che studiava la continuit�a di funzioni \generiche"

Il risultato, fortemente controin tuitiv o, apr�� la strada alla riconsider-
azionedel concettodi dimensione,concettochiave in topologiaenegli \ogget-
ti frattali", e nella teoria dei \sistemi dinamici" e del \caos".
Poincar�e 2 si chieseesplicitamente comesia possibileche l'in tuizione ci possa
ingannarein questomodo, mentre Hausdor� 3 scrissenel 1914in Grundz•uge
der Mengenlehre che \questo �e uno dei risultati pi �u notevoli della teoria degli
insiemi".

Nel 1861 un controesempiodi Weierstrass4 aveva confutato la conget-
tura dell'illustre Amp�ere 5 , anch'essasorretta dalla \in tuizione", secondo
la quale ogni funzione continua doveva essereanche derivabile in tutto il

1Giuseppe Peano (1858-1932), matematico italiano
2Henri Poincar�e (1854-1912), matematico francese
3Felix Hausdor� (1868-1942), matematico tedesco
4Karl Weierstrass (1815-1897), matematico tedesco
5Andr �e M. Amp�ere (1775-1836), �sico francese
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dominio, fatta eccezioneper alcuni punti isolati. Col suo contro esempio,
Weierstrass aveva esibito una funzione continua e giammai derivabile su
tutto il suo dominio. Oggi ne conosciamomoltissime; sappiamo che sono
in�nite. L'esempio che dava Weierstrassa lezioneera il seguente:

1X

n=0

sin(n!x)
n!

Ma si trova anche sui testi di analisi: [7].

f x) :=
1X

k=0

f k(x)
10k

con
f k(x) := 10kx � p se p � 10kx � p +

1
2

f k(x) := q � 10kx se q �
1
2

< 10kx < q

Tali curve non sonotutta via visualizzabili.
Nessunatangente poteva dunque esserecondotta da qualsiasi punto sulla
curva !

SecondoJordan 6 una curva �e il cammino di un punto che si muove con
continuit�a.
Con la sua curva, Peanomostr�o che la de�nizione di curva data da Jordan
�e tropp o ampia e pertanto inadeguata.

La curva di Peano�e la prima curva frattale, che va ad unirsi alla famosa
curva a �o cco di neve, studiata poco dopo da von Koch 7 che scrisseal
proposito nel 1906 Une m�ethode g�eom�etrique �el�ementaire pour l' �etude de
certaines questionsde la th�eorie descourbes planes.
A quel tempo erano consideratesolo comestranezzematematiche. ??

Figura 2: Helgevon Koch
6Camille Jordan (1838-1922), matematico francese
7Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), matematico svedese
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Figura 3: Costruzione della curva di Koch

Hermite 8 ne parl�o come di una piaga lamentevole... da cui distolgo lo
sguardo con disgusto. Abbiamo cos�� da una parte fenomeni che non sono
trattati scienti�camen te, perch�e non �e possibile ricondurli ad uno schema
matematico; dall'altra un museo degli orrori , che viene considerato impor-
tante soloper la de�nizione corretta dei concetti basedell'analisi matemati-
ca, tutta via di nessuninteresseper le applicazioni alle scienzenaturali. [4]
Benô�t Mandelbrot 9 propone la curva di Koch comeun modello sommario
della costa di un isola. Con le parole di Cesaro 10 sulla curva di Peano: \ �e
questa similitudine tra il tutto e le sue parti, per�no quelle in�nitesimali,
che ci porta a considerarela curva di Peanoalla stregua di una linea vera-
mente meravigliosa tra tutte. Sefossedotata di vita, non sarebbe possibile
annientarla senzasopprimerla al primo colpo, poich�e in casocontrario ri-
nascerebbe incessantemente dalle profondit�a dei suoi quadrati, comela vita
nell'universo".

Con i primi del 1870 inizi�o una crisi del pensieromatematico che dur�o

8Charles Hermite (1822-1901), matematico francese
9Benô�t Mandelbrot (1924-vivente), matematico polacco

10 Ernesto Cesaro (1859-1906), matematico italiano
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50 anni.

In altre aree della matematica, cominciarono ad insorgerestrane strut-
ture. [19]. Poincar�e tent�o di analizzarela stabilit�a del sistemasolarenel 1880
e trov�o che il problema dinamico degli n corpi resisteva ai metodi tradizion-
ali. Per contro, svilupp�o allora un approccio qualitativ o, uno spazio degli
stati in cui ogni punto rappresentava una diversaorbita planetaria, e studi�o
ci�o che noi oggi chiameremmo la topologia { la connettivit�a { dell'intera
famiglia di orbite. Questo approccio rivel�o che mentre molti moti iniziali si
inquadravano subito in curve familiari, c'erano anche orbite strane, caotiche
che non diventavano mai periodicheeprevedibili. Altri ricercatori , cercando
di capire fenomeni rumorosi, 
uttuan ti { le inondazioni del Nilo, le seriedi
prezzi in economia,le vibrazioni dellemolecolenel moto browniano nei 
uidi
{ trovarono che questi modelli tradizionali non potevano corrisponderecon i
dati osservati. Dovevano introdurre caratteristiche di scalaapparentemente
arbitrarie, con punte nei dati che diventavano pi�u rare quando crescevano,
ma non sparivano interamente.

Per molti anni questi sviluppi apparvero non correlati tra loro, ma c'er-
ano suggerimenti tormentanti di una trama comune. Come le curve dei
matematici puri e i moti caotici orbitali, i gra�ci delle serie di tempo irre-
golari avevano spessola propriet�a della autosimilarit�a: una piccola sezione
ingrandita appariva molto simile ad una pi�u grande su un ampio intervallo
di scale.

Solocon la pubblicazionenel 1977da parte di Mandelbrot di The Fractal
Geometry of the Nature

Figura 4: Benô�t Mandelbrot

si pu�o parlare di una vera e propria geometria frattale, strumento in-
sostituibile per studiare i fenomeni naturali complessi,non riconducibili ad
entit�a geometriche classiche comeil punto, la retta, il quadrato . . . [5]
Perch�e allora tanta anticamera, per poi imporsi cos�� rapidamente? [8] La
risposta sta nel fatto che l'atteggiamento scienti�co aveva avuto una notev-
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ole evoluzione: vi era la rinascita dell'atteggiamento geometrico-costruttivo,
caratterizzato da una attenzionepi�u intensaagli aspetti qualitativi dei fenomeni
e, parallelamente, il ricorso semprepi�u massiccioalla simulazione tramite
calcolatoredigitale. Il primo aspetto era testimoniato dal naufragio del pro-
getto bourbakista 11 di rifondazionedellematematiche. La profonda s�ducia
sull'in tuizione e l'immaginazione era incarnata nel motto di Dieudonn�e 12:
\Abas Euclide 13 !", in chiave ironica.

Figura 5: Jean Dieudonn�e

Il bourbakista Dieudonn�e riteneva che la curva di Peanofossetanto con-
troin tuitiv a da esserestudiabile solo con la logica e che l'in tuizione dovesse
invariabilmente fallire nel capirne le propriet�a. Il fallimento del piano bour-
bakista dell'eccessodi attenzione agli aspetti formali e di rigore logico fu
determinato da due ordini di fattori:

1. l'imp ossibilit�a di dare una fondazionelogicamente solida e coerente di
tutto l'edi�cio matematico

2. il bisogno di una maggiore lib ert�a concettuale, che permettesse lo
sviluppo di nuovi campi di interesse.

Si tratta va dunquedello stessoordine di fattori cheaveva permessoil grandioso
sviluppo del calcolonel XVI I e XVI I I secolo,fattori che non eranostati pre-
varicati dalla necessit�a di una spiegazionerigorosa. Il disprezzoper il livello
qualitativ o, sancitodal detto di Rutherford 14 qualitativo �e quantitativo mal-
fatto, vennecos�� superato.

11 Bourbaki: societ�a segretadi matematici francesi (Cartan, Weil, Dieudonn�e, Chevalley,
de Possel, Ehresmann, Samuel, Serre, Schwartz, Douady, Lions, Grothendieck, Bruhat,
Demazure, Dixmier, Godement, Delsarte . . . ), costituita nel 1935, ha cambiato il volto
della matematica negli anni 1950-70

12 Jean Dieudonn�e (1906-1992), matematico francese
13 Euclide di Alessandria (� -325 - � -265 ) matematico greco
14 Ernest Rutherford (1871-1937), �sico neozelandese
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2 Nozione di curv a e di dimensione

Se con Cartesio 15 il concetto di curva conquista un ruolo centrale nella
�loso�a della matematica, sull'idea di dimensione,le connessionicon la let-
teratura di Edwin A.Abb ott 16 in Flatlandia e le teorie �sico-matematiche
rivoluzionarie di Riemann 17 e di Einstein 18 appaiono evidenti e mostrano
una volta di pi �u la portata e l'imp ortanza del concetto.
La loro precisazionecomeconcetti matematici richieder�a una lunga etravagli-
ata elaborazione.

Da Wikip edia [3] ricavo la seguente de�nizione odierna:

Una curva (topologica) �e una funzione continua da un intervallo
reale in uno spazio topologico; pi�u intuitiv amente: �e una �gura
geometricamonodimensionale.

In matematica, una curva �e un oggettounidimensionaleecontinuo, come
ad esempiola circonferenzae la retta. Una curva pu�o giaceresu un piano,
nello spazioeuclideo,o in uno spaziotopologico pi�u generale.

Una curva pu�o esserepensataintuitiv amente comela traiettoria descritta
da un oggetto (puntiforme) che si muove con continuit�a in qualche spazio,
non dovrebbe sorprenderequindi il fatto che per \catturare" nel linguaggio
matematico quest'idea si faccia ricorso alle nozioni di funzione continua e
funzione di�erenziabile.

Intuitiv amente, siamoabituati a pensaread una curva piana comead un
oggetto \�liforme" nel piano. Il controesempiodella curva di Peanomostra
che tale intuizione �e in generalesbagliata: infatti questa curva \si muove
cos�� tanto" dentro al quadrato da ricoprirlo interamente! In altre parole, la
funzione f : [0; 1] ! Q = [0; 1] � [0; 1] che la de�nisce �e suriettiva e contin-
ua,ma non iniettiv a.[6] 4

Non meno tormentata �e la de�nizione di dimensionetopologica, di tip o
induttiv o, dovuta a Menger 19 e Urysohn 20 , che riprendo dall'articolo di
Remmert [9]:

1. uno spazio topologico X si chiama n-dimensionaleal pi �u,
con n � 1 nel punto x0 2 X se esistono intorni U di x0

piccoli a piacere tali che il sottospazio @U �e al pi�u (n �
1)-dimensionale.

15 Ren�e Descartes (1596-1650), matematico e �losofo francese
16 Edwin A. Abb ott (1838-1926), letterato,erudito e teologo inglese
17 Bernhard Riemann (1826-1866), matematico tedesco
18 Alb ert Einstein (1879-1953), �sico tedesco-americano
19 Karl Menger (1902-1985), �sico-matematico austriaco
20 Pavel Urysohn (1898-1924), matematico russo
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2. X si chiama n-dimensionaleal pi �u, seX in ogni punto �e al
pi �u n-dimensionale.

3. X si chiama n-dimensionalein x0 2 X , seX �en-dimensionale
al pi �u in x0 e non n � 1-dimensionaleal pi �u in x0.

4. X si chiama n-dimensionaleseX �e n-dimensionaleal pi �u e
non (n � 1)-dimensionaleal pi �u.

5. X si dice in�niti-dimensionale se69n 2 N tale che X sia al
pi �u n-dimensionale(esempio: lo spaziodi Hilb ert).

Essaappare comeinvariante topologico, cio�e due spazi topologici omeo-
mor� devono avere la stessadimensione.
E da Fondamenti della topologia di Alexandrov 21 [10]:

Dimensionegeneraleo brouweriana di un insieme chiuso F �e il
minimo numero r tale che F possiedadei ricoprimenti � dell'or-
dine r + 1 8� > 0

In Courant-Robbins [11] il problemadelle mattonelle caratterizza le di-
mensioni geometriche di una �gura qualsiasi.

Si poneva dunque seriamente il problema di che cosadovesseesserela
dimensione di un insieme,o, meglio, di un sottoinsiemedi R n . Gi�a Cantor
22 aveva fatto notare che il numero di punti non distingue per esempiofra
la retta R e il piano R 2 , assegnandoneuna biiezione [9].

Nella corrispondenzacon Dedekind 23 del 1877esib�� la prova che esiste-
va una corrispondenzabiunivoca dall' intervallo [0; 1] in uno spazio ad n
dimensioni. Cantor stessone fu cos�� sorpresoche esclam�o: \Lo vedo, ma
non lo credo !" , pregando il suo corrispondente di mettere alla prova la
dimostrazione.

Teorema 1 9f : R ! R 2 ; f: 1-1, su
teorema di Cantor, 1877

I due successivirisultati ne danno limitazioni.

Teorema 2 La biiezione [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1] scoperta da Cantor non �e
continua

(teorema di Netto 24, 1879).

Teorema 3 69f : R n ! Rm n 6= m f: 1-1, su, lineare ,

21 Pavel SergeevicAlexandrov (1896-1982), matematico russo
22 Georg Cantor (1845-1916), matematico tedesco
23 Richard Dedekind (1831-1916), matematico tedesco
24 Eugen Netto (1848-1919), matematico tedesco
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(teorema di Brouwer 25, 1910 [9]).
La teoria degli spazi vettoriali non assegnaalcuna dimensionea oggetti

curvi comeuna parabola.
La continuit�a pu�o aiutare a distinguere le dimensioni? Per esempio,esistono
o no biiezioni continue fra il segmento [0; 1] e il quadrato [0; 1] � [0; 1]? La
risposta a domande come questa ha richiesto molta fatica. Sappiamo oggi
che una funzione [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1] non pu�o essereallo stessotempo
continua, iniettiv a e suriettiva (dal risultato di Netto; non si conoscono
dimostrazioni elementari).

La curva di Peano mostra che possiamoper�o rinunciare all'iniettivit� a
senzaperdereil resto.

Ben diverso�e il concetto di dimensionefrattale.
Cos'�e un frattale? Quali sonoalcuni esempidi frattali? [4]
Un frattale �e un struttura geometricaframmentata o grezzache pu�o es-

seresuddivisa in parti, ognuna delle quali �e (almeno approssimativamente)
una copia a dimensioni ridotte dell'intera. I frattali sonogeneralmente auto-
simili ed indip endenti dalla scala. Esistonomolte strutture matematiche che
sonofrattali: il triangolo di Sierpinski, il �o ccodi neve di von Koch, le curve
di Peano, l'insieme di Mandelbrot e l'attrattore di Lorenz.

Benô�t B. Mandelbrot d�a una de�nizione matematica di frattale comedi
un insiemeper il quale la dimensionedi Hausdor� Besicovich eccedein senso
stretto la dimensionetopologica. Comunque,egli non �e soddisfatto di questa
de�nizione perch�e escludealcuni insiemi che dovrebbero essereconsiderati
frattali.
SecondoMandelbrot, inventore del termine:

Ho coniato la parola frattale dall'aggettivo latino \fractus" Il
corrispondente verbo latino \frangere" signi�ca \romp ere" per
creareframmenti irregolari.
�e pertanto sensibile- e quanto appropriato per le nostre neces-
sit�a! - che, oltre a \frammentato" (come in \frazione" o in
\rifrazione"), \fractus" dovrebbe anche signi�care \irregolare"
, con entrambi i signi�cati preservati in \frammento". (The
Fractal Geometry of Nature, pagina 4)

Un L-sistema o sistema Lindenmayer 26 �e una grammatica formale per
generarestringhe. Cio�e, �e una collezionedi regole tali che sostituiscono X
con XYX . Applicando ricorsivamente le regoledell' L-sistemaad una stringa
iniziale, pu�o esserecreata una stringa con struttura frattale. Interpretando
questa stringa come un insieme di comandi gra�ci il frattale pu�o essere

25 Jan Brouwer (1881-1966), matematico olandese
26 Aristid Lindenmayer (1925-1989), biologo, botanico e matematico ungherese
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visualizzato. Gli L-sistemi sonomolto utili per generarerealistiche strutture
di piante.

La dimensionefrattale �e perci�o ben distinta dalla dimensionetopologica.
Elementarmente in Devaney in Caos e Frattali e in Emma Castenuovo [2],
nel suo libro divulgativ o Pentole,ombre, formiche: in viaggio con la matem-
atica, ad un livello immediato ed intuitiv o pongonola de�nizione di dimen-
sionedi curva frattale in questi termini:
Se indichiamo con s il numero di segmenti in cui �e stato diviso il segmen-
to di partenza e con n il numero dei segmenti della poligonale che si vuole
generareper ottenere al limite la curva frattale, la dimensioned della curva
frattale risolve l'equazione

n = sd ) d =
logn
logs

Per cui la curva di Peano ha dimensione2, la curva di Helge von Koch ha
dimensione log 4

log 3 = 1:2618595, la polvere di Cantor ha dimensione log 2
log 3 =

0:63092975
Nella �gura che seguesono rappresentati i generatori della curva di Koch
generalizzatae il generatoredella curva di Peano.
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Figura 6: generatori della curva di Koch generalizzatae della curva di Peano

Le curve avranno le dimensioni:

A Dimensione= log4 5 � 1; 29: Curva di Koch generalizzata

B Dimensione= log4 6 � 1; 40: \

C Dimensione= log4 7 � 1; 16: \

D Dimensione= log4 8 = 1; 5: \

E Dimensione= log3 9 = 2: Curva di Peano

Consideriamoora la de�nizione di dimensionefrattale. [18]
Deve essereun numero che ci dice quanto densamente l'insieme occupa lo
spazio metrico in cui si trova; deve avere una certa robustezza ed essere
indip endente dalle unit�a di misura. Sia (X ; d) uno spaziometrico completo,
sia A 2 P(X ) un sottoinsdiemecompatto non vuoto di X , sia � > 0 e S(x; � )
una sfera chiusa di raggio � centrata in x 2 X . Vogliamo de�nire un intero
N(A; � ) che sia il pi �u piccolo numero di sferechiuse necessarieper ricoprire
l'insieme A.
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In simboli, posto:

M = f M jA � [ M
n=1 S(xn ; � )g

sia:
N(A; � ) = min M M

L'idea intuitiv a sotto la dimensione frattale �e che un insieme A ha di-
mensioneD se:

N(A; � ) � C� � D

Occorrefareun bel saltolino di natura formaleeconcettuale-epistemologico
per arrivarealla de�nizione di Hausdor�-Besicovitch 27 [4]. Questo�eun altro
numeroassociato ad un insieme,pi�u robusto emenopratico della dimensione
frattale: alcuni matematici lo amano, molti sperimentalisti lo odiano.

1. In uno spazioeuclideodi dimensioned = 1 il contenuto di
una sferadi raggio � �e 2� ,

2. per d = 2 �e � � 2

3. generalizzandosu d �e

[�( 1
2)]d

�(1 + d
2)

� d

dove

�( x) =
Z + 1

0
e� t tx� 1dt

�e la funzione di Eulero28.

Essa�e interpolabile per d non intero

4. Sia un insiemeS � 
, contenuto in una sfera �nita. Si pu�o
approssimareS per eccessocon un insieme�nito di sferedi

, siano � m i loro raggi, si consideri un raggio massimale�
tale che � m < � .
La dimensionedi Hausdor�-Besicovitch o dimensione(frat-
tale) di contenuto di S � 
 spazio metrico �e quel numero
D tale che:

d < D ) l im � ! 0inf � m <�

X
� d

m = 1

d > D ) l im � ! 0inf � m <�

X
� d

m = 0

27 Abram Besicovitc h (1891-1970), matematico russo
28 Leonhard Euler (1707-1783), matematico svizzero
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3 De�nizione informale, in tuitiv a e costruttiv a del-
la curv a di Peano

Il termine curva di Peano si applica genericamente a tutta una famiglia di
curve patologiche che dal 1890 al 1925 hanno svolto un ruolo decisivo nel-
l'elaborazionedel concetto di dimensionetopologica e frattale. [4]

Una curva di Peano viene costruita generalmente come limite di una
successionedi curve. Un esempiomodi�cato e perfezionato, gra�cato al
computer con un L-sistema (sistema di Lindenmayer) a tartaruga simile al
LOGO, la visualizza.
Essofu costruito da Hilb ert 29, apportando una variante alla costruzionedi
Giuseppe Peano, con cui eliminava i punti in cui (le approssimazionidel)
la curva passava due volte, intersecandosi,pubblicato in •Uber stetige Abbil-
dungeiner Linie auf ein Flachenstuckin MathematischenAnnalen nel 1891.
La curva di Hilb ert, possiedecome tutti i frattali, una bellezzamisteriosa,
cionondimeno ha anche applicazioni pratiche, nel mondo dell'informatica,
per la indicizzazionedi dati. L'esempiodi Hilb ert �e visualizzato con i primi
otto passidi questacostruzione: la curva di Peano�e la curva che si ottiene
al passodi ordine in�nito.

Ovviamente, questa de�nizione �e valida solo seposta in modo rigoroso:
si deve dimostrare che una tale curva limite esisteveramente.

Tuttavia ha l'indubbio pregio di \rendere" l'idea e di essereaccessibilea
molti.

In ogni passodella generazionedella curva che ho descritto ottengo una
curva continua che possopensareparametrizzata da una funzione continua
sull'in tervallo [0; 1]. Se si de�niscono le parametrizzazioni in modo \ra-
gionevole" si ha che la curva corrispondente ad ogni passodi�erisce dalla
curva del passoprecedente di quantit�a via via semprepiu' piccole. Si pu�o
dimostrare che questasuccessionedi curve �e una successionedi Cauchy nello
spazio di Banach delle curve continue su [0; 1] e quindi deve convergeread
un punto limite nello spazio delle curve continue: questo limite �e la Curva
di Peano.

Con esempianaloghi si possonocostruire facilmente curve che riempiono
spazi di dimensionemaggiore, come ad esempioil cubo 9.12, oppure, pi�u
in generale,curve de�nite sull'in tervallo aperto (0; 1) che riempiono intera-
mente un qualsiasi spazioeuclideodi dimensionearbitraria.

29 David Hilb ert (1862-1943), matematico tedesco
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3.1 Convergenza, contin uit �a e suriettivit �a

[12]
Consideroora il processoformale di costruzioneper induzionedella curva

di Peano-Hilbert, mostrando comesi ottiene comelimite di una successione
di funzioni uniformente convergente.

Richiamo la nozionedi uniforme convergenzadi una successionedi fun-
zioni:

De�nizione: Sia D un aperto di R e f n : D ! R 8n 2 N una
successionedi funzioni su D a valori in R. Si ponef n ! unif ormemente f ( )
def 8� 2 R + 9n(� ) 3 n > n(� ) ) jf n (x) � f (x)j < � 8x 2 D

Sussistela proposizione:

Teorema 4 Una successioneuniformemente convergente di funzioni con-
tinue converge ad una funzione continua.

La curva di Peano-Hilbert �e de�nita ricorsivamente mediante trasfor-
mazioni successive di una curva h1 : [0; 1] ! Q0 = [0; 1] � [0; 1] che descrive
detta curva.

Supponiamo ora di dividere il quadrato unitario in quattro quadrati di
lato 1

4 : Q00; Q01; Q10; Q11, comeda �gura 7.

Figura 7: Suddivisionericorsiva in sottoquadrati

Si costruiscela curva h2 del passosuccessivo modi�cando la curva iniziale
in modo che mappi [0; 1

4 ] ! Q00 ; [1
4 ; 1

2 ] ! Q01 ; [1
2 ; 3

4 ] ! Q10 ; [3
4 ; 1] !

Q11.
Inoltre, occorre modi�care la curva tenendo conto delle rotazioni e dei

segmenti addizionali di connessione.
La larghezzadegli intervalli quadrati in questopasso(n = 2) vale 1

4 ; per
induzione la larghezzadegli intervalli quadrati (o \sotto quadrati") al passo
successivo (n = 3) sar�a 1

8 ed al passon sar�a 2� n .
In ogni passosi rip ete la divisione in quattro intervalli pi piccoli e si

applicano le trasformazioni descritte sopra.
Al passon, quindi, si ottiene una funzionechemappail segmento unitario

al quadrato unitario: hn : [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1]. Per induzione iterando
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all'in�nito il procedimento esposto si ottiene una funzione il cui gra�co �e la
curva di Peano-Hilbert.

Teorema 5 La successionehn n 2 N converge ad una funzione continua
e suriettiva.

Si osserva che, per il meccanismodi sostituzione de�nito, i punti delle
curve h(n) ed h(n+ 1) sonosicuramente contenuti nello stessosottoquadrato
di ordine n, quindi possonogiaceread una distanza massimapari alla diag-
onale del sottoquadrato di ordine n (il cui lato misura 2� n ). Ci�o signi�ca
che:

max t2 [0;1]jhn+1 (t) � hn (t)j < 2� n
p

2 = 2
1
2 � n

Ora, applico la disuguaglianzatriangolare:

jx + y + zj < jxj + jyj + jzj

qui nella formulazione stretta perch�e gli elementi sonotutti positivi.
Si trova una minorazione per jhn+ m (t) � hn (t)j introducendo l'arti�cio

di aggiungeree togliere le funzioni di ordine intermedio tra n ed n + m e
applicando la disuguaglianzatriangolare:

jhn+ m (t) � hn (t)j =
jhn+ m (t) � hn+ m� 1(t) + hn+ m� 1(t) : : : � hn+1 (t) + hn+1 (t) � hn (t)j <
jhn+ m (t) � hn+ m� 1(t)j + : : : + jhn+1 (t) � hn (t)j <
2

1
2 � (n+ m� 1) + : : : + 2

1
2 � (n+1) + 2

1
2 � n = 2

1
2 � n P m� 1

j =0 2� j

Tenendoconto della sommadei termini di una progressionegeometrica:

nX

j =0

x j =
xn+1 � 1

x � 1

la sommatoria precedente si pu�o stimare:

m� 1X

j =0

2� j =
(2� 1)m � 1

2� 1 � 1
= � 2(2� m � 1) = 2 � 2:2� m < 2

e quindi

jhn+ m (t) � hn (t)j < 2
1
2 � n :2 < 2

3
2 � n

Una successioneai viene detta di Cauchy se

lim
m;n !1

jam � an j = 0
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o, equivalentemente, se

8m 2 N lim
n!1

jam � an j = 0

Poich�e:
lim

n!1
2

3
2 � n = 0

la successionedi funzioni hn ; n 2 N �e di Cauchy e converge.
Inoltre, la convergenza�e uniforme perch�e vale 8t 2 [0; 1] e le singole

funzioni hi sonocontinue, per costruzione.
Il teorema 4 per cui una successioneuniformemente convergente di fun-

zioni continue (e derivabili) convergead una funzionecontinua (e derivabile)
[7] ci assicurache esistela funzione limite della successioneh i , che descrive
la curva di Peano-Hilbert h(t) che �e continua.

Inoltre, la funzioneh(t) �e suriettiva poich�e 8(x; y) 2 [0; 1]� [0; 1] , possi-
bile determinare un valore del parametro t0 tale che la successionedi valori
hi (t0) sia via via pi�u vicina alla coppia selezionatao, pi�u formalmente,

lim
n!1

hn (t0) = (x; y)

Questorisultato si ottiene osservandoche8(x; y) la curva di ordine n pas-
sasicuramente all'in terno del sottoquadrato di ordine n che la contiene, cio�e
(x; y) dista dalla curva sicuramente menodella diagonaledel sottoquadrato,
ovvero:

dist eucl

�
(x; y) � hn (t0)

�
< 2

1
2 � n ! 0 per n ! 1

pertanto:
h([0; 1]) = [0; 1] � [0; 1]

cio�e la funzione h(t) �e suriettiva 2 :

3.2 Approssimazione della curv a n-esima al quadrato

La curva di PeanoP riempie il quadrato, in simboli:

8(x; y) 2 Q = [0; 1] � [0; 1] ) (x; y) 2 P

in altre parole, posta la distanza euclideatra due punti:

deucl

�
(x1; y1); (x2; y2)

�
=

p
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2

e tra un punto (x; y) e una curva C

d
�

C; (x; y)
�

= min (r ;s)2 C deucl

�
(x; y); (r; s)

�
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allora

8
�
x; y

�
2 R 2 ; 8� > 0 9n(� ) 3 n > n(� ) ) d

�
Pn ; (x; y)

�
< �

.
Utilizzando la notazionein base2 mostrer�o che la distanzadi un punto di

una certa approssimazionedella curva da un qualunquepunto del quadrato
�e minore di ogni � 2 R pre�ssato. Il centro di un quadrato ha coordinate che
ammettono una rappresentazione �nita in base2. Poich�e ogni numero reale
pu�o essererappresentato in base2, la successionedelle sueapprossimazioni
che si ottengono troncandolo �e una successionedi Cauchy che , poich�e [0; 1] �e
compatto, ammette limite. Essendoil quadrato un insiemecompleto (com-
patto), perch�e chiuso e limitato, in essoogni successionedi Cauchy converge.
La successionedei vertici di una curva approssimante �e di Cauchy ; i punti
possonoesserescritti con coppie di numeri espressiin notazione in base2.
Sequenzadi 0 e 1, per individuare un vertice della curva. 0 sela curva pro-
cedein verticale, 1 seprocedein orizzontale. Ogni numero reale pu�o essere
approssimato bene quanto si vuole da un numero razionale perche' [0; 1] �e
compatto, quindi tutte le successionidi Cauchy convergono.

Sia An = f 1; : : : ; 4n g � N l'insieme dei primi 4n numeri naturali e sia Pn

la n-esimaapprossimazionealla curva di PeanoP, ossiacon l im n!1 Pn = P,
in cui questascrittura assumeun sensoin basealle proposizioni che seguono.
Ad ogni passo,ogni parte del quadrato Q = [0; 1]2 �e suddivisa in quattro
parti.

La n-esimaapprossimazionePn stabilisceuna numerazione,e quindi an-
che una corrispondenzabiunivoca, tra An e (i centri dei) 4n quadratini in
cui il quadrato viene suddiviso: sia essaPn

Pn : An ! Q = [0; 1]2 (1)

� i ! (x i ; yi ) (2)

(3)

Ogni x 2 [0; 1] pu�o essereapprossimatoarbitrariamente benecon la sua
espressionebinaria troncata alla i-esima cifra x i , in simboli:

Posto:

x i = 0;
n

z }| {
: : : � i : : :

,

x i =
nX

k=1

� k2k con � i = � j
i

si ha:

8n > i jx � x i j <
1
2i
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Ogni x i �e l'ascissa (l'ordinata) di uno dei quadratini ottenuto con le
suddivisioni successive. Con le bisezioni successive del segmento [0; 1] si
pone 0 sesi scegliela met�a di destra e 1 sesi scegliequella di sinistra.
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4 De�nizione pi �u rigorosa e formale della curv a di
Peano, (un po' bourbakista)

[6]
Sia:

C0 = [0; 1]

C1 = [0;
1
3

] [ [
2
3

; 1]

C2 = [0;
1
9

] [ [
2
9

;
1
3

] [ [
2
3

;
7
9

] [ [
8
9

; 1]

. . .
Si de�nisca l'insieme comesegue:

C :=
\

i 2 N

Ci

Tale insieme�e anche detto la polvere di Cantor

Figura 8: verso la polvere di Cantor

Ha diverse propriet�a sorprendenti, tra cui l'esserechiuso e di avere la
cardinalit�a del continuo. [4]

Tutti i Cn sonochiusi in R , perch�e unione di un numero �nito di inter-
valli chiusi. Quindi anche C �e chiuso, perch�e intersezionedi una famiglia di
insiemi chiusi. Gli insiemi Cn sonopoi anche inscatolati: C0; C1; C2; C3 : : : e
diventano via via pi�u piccoli al cresceredi n. Non potrebbe succedereche C
fossevuoto? No, perch�e ad esempioi punti 0 e 1 appartengonoa tutti i Cn

e quindi anche all'in tersezione. Pi �u in generale,gli estremi di uno qualsiasi
degli intervallini di cui �e composto Cn non verranno mai tolti dai passaggi
successivi.Ogni volta poi il numero di estremi raddoppia, comesi dimostra
per induzione. Quindi C contiene almeno l'insieme numerabile di tutti tali
estremi. Ma non �e �nita qui. . . .
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De�niamo ora la funzioneT (ternarizzazione). e Scegliamoa piacimento
uno dei due pezzi di cui �e composto C1 e prendiamo nota della scelta nel
modo seguente:

a1 = 0 se�e quello di sinistra a1 = 2 se�e quello di destra

(Il perch�e di 0 e 2 sar�a pi�u chiaro nel seguito, ma non �e gi�a ora comple-
tamente irragionevole se si pensache il numero 1 corrisponde al segmento
di mezzoche �e stato scartato). Ora concentriamoci sul segmentino preferito
e in C2 scegliamouna delle due parti che ne sopravvivono. Scriviamo

a1 = 0se�e quello di sinistra a1 = 2se�e quello di destra

E continuiamo cos��: ad ogni passaggioci restringiamo nel terzo di sin-
istra (scrivendo 0) oppure nel terzo di destra (scrivendo 2). In qualunque
modo facciamo le in�nite scelte,otteniamo: a. una successionedi scelte fra
sinistra e destra, che codi�c hiamo comeuna applicazionea : N ! f 0; 2g; b.
una successionedi intervalli inclusi (il successivo �e incluso nel precedente) e
chiusi (perch�e gli estremi non vengonomai scartati). Per un noto teorema
esistealmeno un punto in comune a tutti questi intervalli. Poich�e l'ampiez-
za dell'intervallino al passon �e 3 � n , l'in tersezionecontiene uno e un solo
punto. Abbiamo dunque de�nito una applicazione T avente per dominio
l'insieme f 0; 2gN delle successionidi sceltee codominio l'insieme C di Can-
tor. L'applicazione �e iniettiv a. Infatti sedue successionia e b sonodiverse,
esiste(per de�nizione di diversit�a) almeno un n tale che an = bn . Prendi-
amo il piu piccolo fra tali n. Allora le successionia e b ci conduconoal passo
n-esimo a sceglieredue sottointervalli disgiunti dello stessointervallino. Il
punto di C individuato da a appartiene ad uno dei sottointervalli, mentre
quello individuato da b sta nell'altro. I due punti non possonoquindi coin-
cidere. T �e anche suriettiva. Infatti un punto x 2 C �e individuato da quella
particolare successionein cui le sceltenon sonoa capriccio, ma sonodettate
dalla risposta a \il punto x sta nella parte a sinistra o in quella destra?".
Dunque l'insieme di Cantor C e l'insieme f 0; 2gN sonoequipotenti. Dato che
f 0; 2gN ha la stessacardinalit�a di P(N ), l'insieme di Cantor ha la potenza
del continuo.
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Figura 9: una iterazione per la curva di Peanocomesotto de�nita

La curva di Peano della �gura verr�a costruita in due fasi. Dapprima
verr�a de�nita una funzione continua e suriettiva 
 dall'insieme di Cantor
in [0; 1] � [0; 1]. Assegneremopoi il valore di c(x) come 
 (x) se x 2 C
e opportunamente se x 62C , in modo tale che il risultato sia continuo e
l'immagine non fuoriescadal quadrato [0; 1] � [0; 1].
L'idea di base �e la stessache dimostra che il segmento �e equipotente al
quadrato: da un'espansionep-adica possiamoricavarne due prendendoper
una le cifre di posto dispari e per l'altra le cifre di posto pari.
Sia B (binarizzazione) la funzione:

B : f 0; 2gN ! [0; 1] B (a) :=
1X

k=1

ak=2
2k
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Chiamiamo con � il seguente sdoppiamento, nella forma ternaria che ci
interessa:

� : f 0; 2gN ! f 0; 2gN � f 0; 2gN ; � (a) := (� 0(a); � 00(a))

Per le cifre di a con posto dispari:

� 0(a)n := a2n� 1

Per le cifre di a con posto pari:

� 00(a)n := a2n

Veniamoalla funzione 
 . Il suovalore in un punto x 2 C si calcola in tre
tappe:

1. trovare lo sviluppo ternario a = T � 1(x);

2. sdoppiarea tramite � ottenendo (b;c) = (� 0(a); � 00(a));

3. calcolare la \binarizzazione" di b e di c con la funzione B intro dotta
in precedenza:
 (x) = (B (b); B (c)).

Riassumendo,la de�nizione di 
 (x) �e:


 (x) := (B (� 0(T � 1(x))) ; B (� 00(T � 1(x)))) 2 [0; 1] � [0; 1]

Calcoliamola in alcuni punti notevoli:

x = 0; a = (0; 0; 0; : : :); b = c = (0; 0; 0; : : :); B (b) = B (c) = 0; 
 (0) = (0; 0);

x = 1; a = (2; 2; 2; : : :); b = c = (2; 2; 2; : : :); B (b) = B (c) = 0; 1111: : :basedue = 1; 
 (1) = (1; 1);

x = 1=3; a = (0; 2; 2; 2; : : :); b = (0; 2; 2; 2; : : :); c = (2; 2; 2; : : :); B (b) = 0; 01111: : :basedue =
1
2

; B (c) = 1; 
 (
3
3

) = (1=2; 1);

x = 2=3; a = (2; 0; 0; 0; : : :); b = a;c = (0; 0; 0; : : :); B (b) = 0; 1basedue =
1
2

; B (c) = 0; 
 (2=3) = (1=2; 0):

Indaghiamo un po' a fondo su comesi comporta negli estremi [x 0; x00=
x0 + 1

3n ] di uno degli intervallini che vengono scartati per costruire C n .
Le rappresentazioni ternarie di x0 e x00 coincidono �no al posto n � 1 e
poi quella di x0 proseguecon 0222.. . mentre quella di x00con 2000.. . . Il
risultato �e lievemente diversoa secondache n siapari o dispari. Per esempio,
supponiamo n = 2k , con k > 1. Allora

a = (t1; t2; : : : ; t2k� 2; t2k� 1; 0; 2; 2; 2: : :)

b = (t1; t2; : : : ; t2k� 2; t2k� 1; 2; 0; 0; 0: : :)
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e quindi

� 0(a) = (t1; t3; : : : ; t2k� 1; 2; 2; 2: : :) � 00(a) = (t2; t4; : : : ; t2k� 2; 0; 2; 2: : :)

� 0(b) = (t1; t3; : : : ; t2k� 1; 0; 0; 0: : :) � 00(b) = (t2; t4; : : : ; t2k� 2; 2; 0; 0: : :)

Confrontiamo le binarizzazioni:

B (� 0(a)) � B (� 0(b)) = 0; 000: : :| {z }
k cif r e

111: : :basedue =
1
2k

B (� 00(a)) � B (� 00(b)) = 0; 000: : :| {z }
k cif r e

111: : :basedue� 0; 000: : :| {z }
k cif r e

1000: : :basedue =
1
2k �

1
2k = 0

Quindi

n = 2k; k � 1 ) 
 (x0) = 
 (x00) + (
1
2k ; 0)

Il casodi n dispari �e analogo.

n = 2k + 1; k � 1 ) 
 (x0) = 
 (x00) + (0;
1
2k )

In ogni modo 
 ha o la stessaascissao la stessaordinata sugli estremi x 0 e
x00. L'applicazione �e suriettiva.

Infatti, siano y; z 2 [0; 1]. Abbiamo gi�a notato che la composizione
B � T � 1 �e suriettiva. Esistono dunque y0; z0 2 C tali che B (T � 1)(y0) = y e
B (T � 1)(z0) = z. \Alterniamo" le cifre della rappresentazione ternaria di y0

e z0, dati b = T � 1(y0) e c = T � 1(z0), de�niamo

a := (b1; c1; b2; c2; b3; c3; : : :) e x := T(a)

Si ha allora � (a) = (b;c) e quindi


 (x) = (B (� 0(T � 1(x))) ; B (� 0(T � 1(x)))) = (B (� 0(a)) ; B (� 00(a))) =

(B (b); B (c)) = (B (T � 1(y0); B (T � 1(z0))) =

(y; z)


 non �e iniettiv a. La funzione 
 �e anche continua. Sianoinfatti x; y 2 C; a =
T � 1(x); b = T � 1(y). Allora, per quanto gi�a sappiamosu T e su � � 1

jx � yj <
1

32n ) a1 = b1; a2 = b2; � � � ; a2n = b2n )

� 0(a)1 = � 0(b)1; � � � ; � 0(a)n = � 0(b)n

� 00(a)1 = � 00(b)1; � � � ; � 00(a)n = � 00(b)n

(5)
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e quindi, per la propriet�a di B :

jx � yj <
1

32n )

j
 0(x) � 
 0(y)j = jB (� 0(x)) � B (� 0(y)) j �
1
2n j
 00(x) � 
 00(y)j=

jB (� 00(x)) � B (� 00(y)) j �
1
2n

(6)

Seadottiamo suR 2 la norma ku1; u2k1 := maxju jx� yj < 1
32n ) k
 1; 
 2k1 �

1
2n

e questodimostra la continuit�a.
Anzi, questa�e una stima del modulo di continuit�a uniforme.

Veniamo�nalmen te alla de�nizione completa della curva di Peanodi cui
una iterazione nella �gura 9. c : [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1]. Abbiamo gi�a detto
che c(x) coincidecon 
 (x) perx 2 C. Prendiamo ora un punto x 2 [0; 1]nC
e siano x0 e x00gli estremi dell'intervallino contenente x la cui parte interna
viene tolta a Cn� 1 nel costruire Cn (sia n che l'in tervallino sonodeterminati
univocamente da x):

x0 < x < x00= x0+
1
3n

De�niamo comec(x) quel punto di [0; 1] � [0; 1] che divide il segmento che
congiunge 
 (x0) con 
 (x00) nella stessaproporzione in cui x divide il seg-
mento [x0; x00]: (questo procedimento viene detto interpolazionelineare). In
formula:

c(x) :=
x � x0

x00� x0 
 (x00) +
x00� x
x00� x0 
 (x0)

In generale,seu; v 2 R n , il punto che divide il segmento [u; v] in parti
proporzionali a �; � > 0 �e (�u + �v )

� + � Visto che 
 (x0) e 
 (x00) appartengono a
[0; 1] � [0; 1], anche tutto il segmento che li congiungegiace nel quadrato.
Tale segmento �e addirittura parallelo a uno degli assi,comeabbiamo visto.

Teorema 6 c : [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1] come sopra de�nita �e continua.

Dimostrazione:
Siax 2 [0; 1] estudiamo la continuit�a a destradi c nel punto x. La continuit�a
a sinistra si tratta analogamente. Sex 62C in un intorno di x la c �e lineare
(a�ne) e quindi continua.

Supponiamo pertanto che x 2 C. Sia n 2 N e consideriamol'in tervallo
]x; x + 3� 2n [. Possonosuccederedue cose:
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1. In quell'intervallo non cadono punti di C ; questo vuol dire che x �e
l'estremo sinistro di uno degli intervalli e che vengonotolti per pro-
durre C; perci�o a destra di x la funzione c �e lineare (a�ne) e pertanto
�e continua a destra in x.

2. In quell'intervallo cade almeno un punto x1 2 C. Allora qualunque
x 2 [x; x1] o �e un punto di C e quindi kc(x) � c(x)k1 � 2� n , oppure
appartiene a qualche intervallino ]x0; x00[ di quelli che vengonotolti per
fare C.

Entrambi gli estremi x0 , x00sonoin [x; x1], quindi entrambi 
 (x0) ,
 (x00)
distano da 
 (x) meno di 2� n (nella norma k � k1 ). Il punto c(x), apparte-
nendo al segmento di estremi 
 (x0) e 
 (x00) e quindi anche il suo punto c(x)
dista da 
 (x) menodi 2� n Infatti le sfererispetto a una norma sonosempre
convesse, cio�e se contengono due punti contengono anche tutto il segmen-
to che li congiunge;qui addirittura la sfera �e un quadrato e il segmento �e
parallelo ad uno dei lati. 2
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5 Propriet �a della curv a di Peano

La curva di Peanogode delle seguenti propriet�a:

� �e continua in quanto limite uniforme di funzioni continue, cio�e �e una
curva nel sensomatematico del termine;

� ha lunghezzain�nita

� non �e retti�cabile.
Se (X ; d) �e uno spazio metrico (ad esempio, il piano o uno spazio
euclideo)si pu�o usarela metrica stessaper de�nire la lunghezzadi una
curva. Siadata una curva ' : [a;b] ! X euna partizione dell'intervallo
[a;b] cio�e un insieme�nito di punti � = f t kgn

k tale che:

a = t0 < t1 < : : : < tn = b

Allora si pu�o de�nire la poligonale, cio�e una curva che �e l'unione
dei segmenti aventi vertici l'immagine degli elementi della partizione
tramite ' . In pratica la poligonale �e una curva spezzatai cui vertici
appartengono alla curva originale. Pi �u i vertici della poligonale sono
numerosi e pi�u la sua lunghezzaapprossimer�a quella della curva.

Possiamode�nire la lunghezzadella curva f come estremo superiore
della lunghezzadella poligonale al variare della partizione � :

L( ' ) = sup� [d(' (t0); ' (t1)) + : : : + d(' (tn� 1); ' (tn ))] =
sup�

P n
i=1 [d(' (t i ) � ' (t i � 1))] =

= supf
P n

i=1 d(' (t i ); ' (t i � 1)) : n 2 N e a = t0 < t1 < � � � < tn = bg

Setale valore non �e in�nito, la curva si dice retti�cabile. Le curve di
Peanoe di Koch non sonoretti�cabili.

Mostrer�o che la curva di Peano, intesa comelimite di curve ricorsive,
ha lunghezzain�nita.

`(P) = lim
n!1

`(Pn ) = 1

I vertici sono4n , includendo, per comodit�a, tra i vertici i punti estremi
dei segmenti adiacenti che formano la poligonale. Quindi i lati sono
4n � 1. Essendociascunodi lunghezza 1

2n , la n-esimaapprossimazione
�e lunga

`(Pn ) = lim
n!1

(4n � 1):
1
2n : (7)

`(P) = lim
n!1

(4n � 1):
1
2n = (8)

lim
n!1

2n �
1
2n = 1
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(10)

� Possiedein�niti punti doppi [4]

� Non �e derivabile in nessunpunto, infatti una curva derivabile in un
punto x0 vista su scalesemprepi�u piccole intorno a x0 tende ad essere
vicina ad una retta passante per quel punto, la curva di Peano,invece,
vista su qualsiasi scala�e identica a s�e stessa.

Bisogna citare a questo riguardo due grandi matematici che, pur non
avendocontribuito allo studio di questa�gura, avevano un sensosviluppato
del concreto. L�evy 30 scriveva: \Senzadubbio la nostra intuizione prevedeva
che l'assenzadi tangente e la lunghezzain�nita della curva fosserolegate a
dei tornanti in�nitamen te piccoli che non si pu�o pensaredi disegnare.Ma si
rimane confusi per il fatto che la nostra immaginazionenon riescenemmeno
a spingersi oltre i primi passi nella costruzione di questi tornanti in�nita-
mente piccoli." Nello stessospirito, riassumendouno studio appassionante,
Steinhaus31 scriveva: \Ci avviciniamo alla realt�a, considerandoche la mag-
gior parte degli archi che s'incontrano nella natura sono non retti�cabili.
Questa a�ermazione contrasta con la credenzache gli archi non retti�cabili
sianoun'invenzionedei matematici, eche gli archi naturali sianoretti�cabili:
si veri�ca inveceil contrario."

30 Paul L�evy (1876-1971), matematico francese
31 Hugo Steinhaus (1887-1972), matematico polacco
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6 Le curv e FASS e la tassellazione del piano

FASS [13] �e l'acronimo di space-F il ling self-A voiding, Simple, Self-similar .
Le curve FASS sonoquindi le curve che riempiono lo spazio,(o il compatto
Q = [0; 1] � [0; 1]), non si intersecano,sono semplici e auto-simili. 9.10 Si
pu�o congetturareche sianoin�nite. Il problemadellegenerazionedellecurve
FASS �e connessoa quello della tassellazionedel piano.

7 La in terp olazione frattale

M. Barnsleyosserva a proposito della interpolazionefrattale che la geometria
euclidea,la trigonometria e l'analisi ci hanno insegnatoa pensarela model-
lazione delle strutture che vediamo nel mondo reale in termini di rette, cer-
chi, parabole e altre curve semplici. Le funzioni elementari comele funzioni
trigonometriche e le funzioni razionali hanno le loro radici nella geometria
elementare. Condividono la caratteristica che quandoil gra�co �e abbastanza
ingrandito, appaiono localmente come rette. Nell'in trodurre le funzioni di
interpolazionefrattale sostieneche l'in terpolazionefrattale pu�o essereusata
per approssimarepro�li di montagne, nuvole, stalattiti, pro�li di orizzonti
sopra le foreste . . . .
Per adattare dati sperimentali la interpolazione frattale fornisce un nuovo
metodo, quando non bastano i minimi quadrati come per la turb olenzadi
un jet o i parametri di un elettroencefalogramma.Si dice contrazione una
mappa f che soddisfa la condizione:

kf (x) � f (y)k � Lkx � yk ; 0 < L < 1

Si dice IFS (iterated function system) un qualunque insieme di mappe
contrattiv e

S n
i=1 Si Barnsley assegnapoi l'algoritmo deterministico per il

codice IFS per generarepattern ricorsivi che riempiono il compatto Q =
[0; 1] � [0; 1]. Pu�o essererealizzato col software ifsAttractor

8 La tassellazione di Perron

Un numero algebrico intero �e un numero (complesso)che �e radice di un
polinomio monico a coe�cien ti interi. Un numero di Perron 32 �e un numero
algebricointero strettamente maggiorein modulo dei suoiconiugati di Galois
(le altre radici del suo polinomio minimo), ad eccezionedel suo complesso
coniugato.

Nelle tassellazioni del piano auto-simili (con qualche restrizione sulla
natura della tassellazione)i numeri di Perron codi�cano la grandezzarel-
ativa di un tassello e gli elementi della sua dissezione. �E stato dimostrato

32 Oskar Perron (1880-1975), matematico tedesco
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che l'esistenzadi un numero di Perron �e condizionenecessariae su�cien te
per l'esistenzadi una tassellazionedi Perron. Molte tassellazionidi Perron
generanoanche curve FASS.

Teorema 7 L'espansione di una tassellazione auto-simili �e un numero di
Perron

Teorema 8 8� di Perron9 una tassellazione di espansione �

Teorema 9 � �e l'espansionedi una tassellazione auto-simile invariante per
una rotazione e

2� i
n (n 2 Z) ( )

o � 62R e � �e un complessodi Perron per cui e
(2 � i )

n 2 Q[� ]

o � 2 R ; �e
2� i
n �e un complessodi Perron e e

2� i
n 2 Q[�e

2� i
n ].

Figura 10: Oskar Perron

9 Esperimen ti al computer: Curv e di Peano trac-
ciate con L-sistema

9.1 Il soft ware

�E notorio che la scienzadel caossi avvale in maniera essenzialedel com-
puter, per la visualizzazionedegli oggetti che studia. Riprendendo le con-
siderazioni di Cayley 33 che generalizzavano al campo complessoil metodo
delle tangenti di Newton 34 per la risoluzione numerica di una equazione,
Julia 35 inizi�o lo studio degli oggetti frattali, con la iterazione di successioni
su numeri complessi.Ma dovette fermarsi, perch�e non disponeva del mezzo
tecnico per visualizzarei suoi risultati: il computer, appunto. Nel prosieguo
verra' illustrato l' L-sistema che si propone di fornire un codice concisoper
la generazionedi una immagine della curva di Peanoe analoghe. Quindi il
software speci�co e alcune note storico-biogra�che.

33 Arth ur Cayley (1821-1895), matematico inglese
34 Isaac Newton (1642-1727) matematico-�sico inglese
35 Gaston Julia (1893-1978), matematico francese
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9.2 L-sistema

Gli L-sistemi costituiscono un formalismo matematico proposto da Linden-
mayer nel 1968,comebaseper una teoria assiomaticadello sviluppo biologi-
co [13].
Un testo fondamentale al riguardo �e Algorithmic beauty of Plants. Pi �u re-
centemente gli L-sistemi hanno trovato applicazionenella computer-gra�ca
(Smith 1984;Prusinkiewicz and Hanan 1989;Prusinkiewicz e Lindenmayer
1991). Due areeprincipali di applicazioni riguardano la generazionedi frat-
tali e di modelli realistici di piante.

Un L-sistema o sistema di Lindenmayer �e una grammatica formale per
generarestringhe. (Ossia �e un insieme di regole che sostituiscono X con
XYX.
Applicando ricorsivamente le regole del L-sistema ad una stringa iniziale,
pu�o esserecreata una stringa con struttura frattale. Interpretando questa
stringa comeun insiemedi comandi gra�ci, il frattale pu�o esserevisualizza-
to.
Gli L-sistemi sonodunque molto utili per generarestrutture di piante real-
istiche.

Basilareper un L-sistema,�e la nozionedi riscrittura, dove l'idea di base�e
di de�nire oggetti complessicon successive sostituzioni di parti di un ogget-
to semplice usando un insieme di regole di riscrittura o produzioni. La
riscrittura pu�o essereeseguitaricorsivamente.

Il casopi�u semplicedi L-sistema �e detto D0L-sistema (D sta per deter-
ministico e di 0-contesto o Lib ero dal contesto nel sensodi Chomsky 36).
Per fornire una comprensioneintuitiv a dell'idea principale che sta dietro un
D0L-sistema consideriamoquesto esempioda Prusinkiewicz e Lindenmay-
er (1991) Consideriamo stringhe delle lettere a e b (essepossonorip etersi
molte volte in una stringa). Per ogni lettera speci�chiamo una regola di
riscrittura. La regola a ! ab signi�ca che la lettera a �e da rimpiazzarsi con
ab, e la regola b ! a signi�ca che la lettera b �e da rimpiazzarsi con a. �e
facile vedereche si tratta di una successionedi liste alla Fibonacci 37, per
la loro stessaregola di costruzione. Il processoinizia da a come assioma.
Assumiamo che consista della lettera b. Nel primo passob viene sostituito
con la regola b ! a. Nel secondoa viene sostituito con ab; quindi entrambe
le lettere vengonocontemporaneamente sostituite e ne risulta aba. Poi si
generaabaabche a sua volta d�a abaababa, poi abaababaabaab, e cos�� via.

d0l.�g

36 Noam Chomsky (1928-vivente), linguista americano
37 Leonardo Fib onacci (� 1170- � 1250), matematico italiano
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La lunghezza di queste stringhe costituisce la famosa successionedi
Fibonacci.

Mediante un linguaggio di controllo di una gra�ca a tartaruga ed in-
iziando con una stringa di un assiomainiziale, vengonoeseguitesostituzioni
della stringa nel numero speci�cato di volte (l'ordine), e viene disegnato il
risultato [19].

I vari softwaredisponibili gratuitamente su internet per tracciare le curve
FASS sonotanti. Basti citare quelli che ho sperimentato io, sul mio sistema
operativo Lin ux :

� xfractint del Stone Soup Group

� MuPAD di Sciface

� lplants di J•org Schulenburg

� drgeo di Hilaire Fernandesconscript Guile, dialetto di Scheme, dialetto
di LISP

Questi frattali sono costruiti da segmenti rettilinei utilizzando regole
speci�cate nei comandi di tracciamento. A partire da una stringa iniziale,
l'assioma, vengonoapplicate le regoledi trasformazioneun numero di volte
speci�cato, per produrre la stringa del comando�nale, usata per disegnare
l'immagine.

Ogni istruzione L-System nel �le contiene una speci�cazione dell'angolo,
l'assiomae le regoledi trasformazione. Quelle che seguonosonole speci�che
per xfractint ; �e semplice la traduzione in codice MuPAD e in lplants, pi �u
complessain Guile perch�e richiedela conoscenzadel LISP. L'istruzione \an-
gle n" pone l'angolo unitario a (360=n) � ; n deve essereun intero pi�u grande
di 2 e minore di 50. La \stringa di assioma" de�nisce l'assioma. Le regole
di trasformazionesonospeci�cate come\a=stringa" e convertono il singolo
carattere \a" nella \stringa". Sepi�u di una regola viene speci�cata per un
singolo carattere

Ecco un esempiodi L-sistema:

Dragon \{ ; Nomedel programmaL-sistema, \{ indica la partenza
Angle 8 ; Specifica l'angolo da incrementare di 45 gradi
Axiom FX ; Stringa di caratteri iniziale
F= ; Prima regola: Cancella 'F'
y=+FX--FY+ ; Cambia 'y' in "+fx--fy+"
x=-FX++FY- ; Simile transformazione su 'x'

\} ; \} finale sta a indicare la fine

I comandi standard per disegnaresono:

1. F Disegnain avanti

2. G Muovi in avanti (senzadisegnare)

3. + Aumenta dell' angolo
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4. - Diminuisci dell'angolo

5. | Prova a ruotare di 180� . (Se l'angolo �e dispari,

6. la rotazione sar�a la pi�u grande possibileal di sotto di 180�

Il matematico Hilb ert (1862-1943)studi�o una curva simile alla curva gi�a
studiata da Peano. Si tratta di una curva costruita tramite un processo
iterativ o che �nisce per riempire l'in tero quadrato di lato unitario. 9.6

Ci sono per�o delle importanti di�erenze con la curva di Peano. La
costruzione seguente non pu�o essereottenuta applicando un certo numero
di trasformazioni geometriche. Basta infatti osservare che i passi della
costruzionenon sonoautosimili, ovvero non sonodivisibili in un numero di
parti simili all'in tera �gura. Per ottenere la Curva non si pu�o quindi ricor-
rere alla tecnica degli IFS (Iterated function system) ma bisognautilizzare
un'altra tecnica, quella degli L-system.

9.3 La storia della zuppa di pietre

C'era una volta, [19] in qualche posto nell'Europa orientale, una grande
carestia. La gente si impossessava gelosamente del cibo che poteva trovare,
rubandolo anche agli amici e ai vicini. Un giorno un venditore ambulante
arriv�o con il suo carro all'in terno di un villaggio, vendette un po' della sua
mercee cominci�o a porre domande,comeseavesseintenzionedi pernottare
l�a. \Non c'�e una briciola da mangiarenell'intera provincia" gli vennedetto.
\Meglio andarsene".
\Oh, ho tutto ci�o che mi occorre", disse. \Infatti, pensavo di farmi un po'
di zuppa di pietre da condividere con tutti voi".
Tir�o fuori una pentola di ferro dal suocarro, la riemp�� d'acquaefeceun fuoco
sotto di essa.Poi, con grande cerimonia, preseuna normalissima pietra da
un saccodi velluto e la lasci�o caderenell'acqua. Quindi, molti abitanti del
villaggio attirati dal rumore del cibo arrivarono sulla piazza o guardavano
dalla �nestra. Appena il venditore ambulante sni��o il brodo e si lecc�o le
labbra gli a�amati cominciarono a dimenticare il loro scetticismo.
\Ahh," disse il venditore a s�e stessopiuttosto forte \Come mi piace una
gustosa zuppa di pietre, zuppa di pietre col cavolo { questo �e di�cile da
trovare".
Subito uno del villaggio si avvicin�o con esitazione, tenendo un cavolo che
aveva tenuto nel suo sito nascosto,e lo aggiunseal piatto.
\Eccellente" grid�o il venditore ambulante. \Sai che una volta avevo una
zuppa di pietre col cavolo e un po' di sale e anche una bistecca, e fu un
piatto da re".
Il macellaio del villaggio riusc�� a trovare un po' di bisteccasalata . . . e cos��
arrivarono patate, cipolle, carote, funghi e cos�� via, �nc h�e ci fu infatti un
delizioso pasto per tutti. Gli abitanti del villaggio o�rirono al venditore
ambulante una grande quantit�a di monete per la zuppa magica, ma ri�ut� o
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di venderlae si misein viaggio per il giorno dopo. E, da allora, molto tempo
dopo che la carestia fu terminata, si ricordarono della eccezionalezuppa che
avevano avuto.
Ecco il modo con cui �e cresciuto il software lib ero Fractint, con una buona
dose di magia, ma senzal'elemento dell'inganno. Non sarebbe accaduto,
naturalmente, senzaBenô�t Mandelbrot

e l'esplosione dell'interesseper la gra�ca frattale, nata dal suo lavoro
all'IBM Watson Research Center. O senzaquei maghi che si accorseroper
primi che avrebbero potuto compiere i calcoli di Mandelbrot con l'aritmet-
ica intera. O senzai matematici che hanno costituito la comunit�a hacker
americana. Oppure senzaquegli esperti di gra�ca . . .
O se non ci fossestato Giusepp e Peano ad aprire la strada della teoria
dei sistemi dinamici e dei frattali ovunque.
O . . .

9.4 Due parole sugli autori del soft ware xfractin t

Due parole su Stone soup group, il gruppo della zuppa di pietre, autore
del software lib ero e open-sourceXFractint . XFractint �e la versione per
X-Window nel sistemaoperativo Linux di Fractint ed �e quella che io ho ad-
operato. Il programma deve il suo nome al fatto che ha una lunga eredit�a e
risale al tempo del microprocessore8088,che lavorava in aritmetica intera e
gli autori del programma non potevano permettersi di acquistare il costoso
coprocessorematematico. Esso�e il risultato di una sinergia tra i principali
autori, molti contributori e i sorgenti pubblicati. Tutti i principali autori
hanno avuto tra le mani il codice in molti aspetti. Comunque ogni autore
ha certe areedi contributo e di creativit�a.

Michael Abrash, ReesAcheson,JosephAlbrecht, Kevin Allen, Humberto
Baptista, Steve Bennett, Rob Beyer, Francois Blais, Scott D. Boyd, Dennis
Bragg, Pieter Branderhorst, Juan J. Buhler, Mike Burkey, John Bridges,
Fulvio Cappelli, Brian Corbino, Lee Crocker, Monte Davis, Paul De Leeuw,
Jean-PierreDemailly, Chuck Ebbert, Dan Farmer, Richard Finegold, Frank
Fussenegger,Sylvie Gallet, Mike Gelvin, Luciano Genero,LawrenceGozum,
David Guenther, Jay Hill, Mike Kaufman, Norman Hills, Richard Hughes,
Bill Jemison, Damien M. Jones, Wesley Loewer, Adrian Mariano, Charles
Marslett, GeorgeMartin, Andrew McCarthy, Joe McLain,Bob Montgomery,
Bret Mulvey, Roy Murphy, Ethan Nagel,Yavuz Onder, Jonathan Osuch,Mark
Peterson, Kyle Powell, Marc Reinig, Robin Bussell, Michael Sargent, Matt
Saucier,Herb Savage,Ken Shirri�,Lee Skinner, Michael Snyder, DeanSoule-
les,Kurt Sowa, Iain Stirling, Hugh Steele,John Swenson,Chris Taylor, Scott
Taylor, Rich Thomson, Bert Tyler, Bill Townsend,Paul Varner, Dave Wark-
er, Aaron Williams, Phil Wilson, Nicholas Wilt, Richard Wilton, Timoth y
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Wegnersono la pletora di autori e contributori.
La sinergiasu un tema matematico e informatico si �e realizzataproprio come
per quanto riguarda il GIMPS (Great Internet MersennePrime Search), dove
si dimostra che internet �e diventato un nuovo personaggionella storia della
matematica.

9.5 Immagini gra�c he ricorsiv e per la generazione delle curv e
di Peano

Il codice informatico costituisce gi�a, di per s�e, una de�nizione operativa,
bench�e, quando viene codi�cato, non prescinda dal computer. Si dice che
agisce quindi nel registro formale, di tip o algebrico. Ogni algoritmo, in
particolare anche ogni programma per elaboratore digitale, pu�o esserevisto
comeuna generalizzazionedell'idea di funzione.

A questo proposito, scrive Mario Livio [17] sulla proposta di Stephen
Wolfram : \In un mondo abituato da pi�u di trecento anni ad una ricerca
scienti�ca dominata dalle equazioni matematiche in veste di \mattoni" dei
nostri modelli della natura, Wolfram propone di sostituirle con agili pro-
grammi per computer".

9.6 Curv a di Peano-Hilb ert

[15]

Figura 11: approssimazionialla curva di Peano-Hilbert

La �gura precedente mostra la curva di Peano-Hilbert negli ordini da 1
a 3. In ciascunaapprossimazionela curva inizia al centro del quadrato 2,
3. Per ogni �gura la curva inizia al centro del quadrato superiore sinistro
e termina al centro del quadrato superiore destro. La curva congiunge i
centri di due quadrati adiacenti. In qual modo Hilb ert decisel'ordine in
cui attraversare i quadrati? Consideriamo la �gura di ordine 2. I quattro
quadrati in alto a sinistra sonopercorsinello stessomodo di quella del primo
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ordine orientata verso il bassoin modo che il programma sia in posizione
di percorrere i quattro inferiori destri nello stessomodo di quelli superiori
sinistri. Ci�o lascia il programma in posizionedi attraversarei quattro supe-
riori comel'immagine specularedi ordine 1. Seora esaminiamola �gura di
ordine 3, vedrete che viene utilizzato lo stessopiano, cominciando con i 16
superiori sinistri e �nendo con i 16 superiori destri, ciascungruppo essendo
attraversato nella modalit�a disposta dalla curva di ordine 2.

Ecco un codice L-sistema che implementa questacurva mediana.

Hilbert { ; Ken Philip, da ``The Science of Fractal Images''
axiom x
x=-YF+XFX+FY-; convessit\`a interna sulla sinistra durante la traccia
y=+XF-YFY-FX+; convessit\`a interna sulla destra durante la traccia
angle 4

}

La stringa x rappresenta la traccia della curva in una direzione e y rap-
presenta la traccia della curva nella direzione opposta, da cui il carattere
simmetrico delle due stringhe.

Il codice LISP-Scheme-Guile-drgeo�e utile per tracciare la curva con un
sistemadi geometria dinamica.

#! /usr/local/bin/guile -s
!#

(new-figure "Curva di Peano-Hilbert")

(lets Point "A" free 1.2 -2)
(lets Point "B" free 10.2 -2)
(define AB (getLength l1)

(define lato (n)
(if (= n 1) (l1) (lato (/ l1 2)))

; rotazione a sinistra
(define s (lets C rotation A B 90)

(Segment "" extremities A C))

; rotazione a destra
(define d (lets C rotation A B 270)

(Segment "" extremities A C))

; avanti
(define f (lets C reflexion A B)
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(Segment "" extremities A C))

; tre segmenti perpendicolari uguali, convessita' a sinistra
(define a

(lets C rotation A B 270)
(Segment "" extremities A C))
(lets D rotation B C 270)
(Segment "" extremities D C))
(lets E rotation D C 270)
(Segment "" extremities E D))

; tre segmenti perpendicolari uguali, convessita' a destra
(define b

(lets C rotation A B 90)
(Segment "" extremities A C))
(lets D rotation B C 90)
(Segment "" extremities D C))
(lets E rotation D C 90)
(Segment "" extremities E D))

(define (iterate l)
(apply append

(map (lambda (x)
(case x

((a) '(s b f d a f a s b f))
((b) '(d a f s b f b d a f))

((s) '(s))
((d) '(d))
((f) '(f))))

l)))

(define (hilb n)
(if (= n 1) '(a) (iterate (hilb (- n 1) ))))

(define plot (lambda (n)
(lato n) (hilb n))

(plot 5)
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Seguonole successiveapprossimazioni�no all'otta va della curva di Peano-
Hilb ert.

In analogia,eccotre curve medianecostruite sui triangoli rettangoli, che
al limite risultano FASS :

� sul semi-triangolo-equilatero,il triangolo rettangolo 30-60-90

� sul semi-quadrato, il triangolo rettangolo 45-45-90:

� sul triangolo equilatero che simmetrizza la prima
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9.7 Curv a di Peano - prima varian te

Peano1 { ; Adrian Mariano
; from The Fractal Geometry of Nature by Mandelbrot

Angle 4
Axiom F-F-F-F
F=F-F+F+F+F-F-F-F+F
}

La seguente �gura indica come viene percorsa la curva di Peano, spie-
gando comevada intesa comecurva:
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9.8 Curv a di Peano - seconda varian te

Peano2 { ; Adrian Mariano
; from The Fractal Geometry of Nature by Mandelbrot

Angle 8
Axiom FXY++F++FXY++F
X=XY@Q2-F@IQ2-FXY++F++FXY
Y=-@Q2F-@IQ2FXY
}

9.9 Curv a di Peano - terza varian te

Peano3 {
axiom x
x=XFYFX+F+YFXFY-F-XFYFX
y=YFXFY-F-XFYFX+F+YFXFY
angle 4
}
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9.10 Curv e FASS

Sarannovisualizzati codice e immagini delle curve Fass-1,Fass-2[?], Cross,
Dekking, Terdragon, Heighway, Pentiv e3 [15] ottenute con L-sistema.

Fass1 { ; Adrian Mariano, from the Algorithmic Beauty of Plants
; FASScurve (3x3 tiles form macrotile), Figure 1.16a p.17

axiom -l
angle 4
L=LF+RFR+FL-F-LFLFL-FRFR+
R=-LFLF+RFRFR+F+RF-LFL-FR
}

Fass2 { ; Adrian Mariano, from the Algorithmic Beauty of Plants
; FASScurve (4x4 tiles form macrotile), Figure 1.16b p.17

angle 4
axiom -l
L=LFLF+RFR+FLFL-FRF-LFL-FR+F+RF-LFL-FRFRFR+
R=-LFLFLF+RFR+FL-F-LF+RFR+FLF+RFRF-LFL-FRFR
}
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Cross {
Angle 4
Axiom FX
X=FX+FX+FXFY-FY-
Y=+FX+FXFY-FY-FY
F=
}

Dekking { ; Dekking's Church
; Advances in Math, vol. 44, 1982, pp. 78-104
Angle 4
Axiom C32WC06ZC15YC06X
F=
W=FW+F-XFW-F+Z
X=++F--Y-F+Z++F--Y-F+Z
Y=++F--Y+F-X
Z=FW+F-X
}

Terdragon {
Angle 3 ; Occorre solo una rotazione di 120^{\circ}=360/3
Axiom f ; Disegna un Terdragon
f=f+f-f ; Sostituisce un Terdragon, ruota a sinistra, un altro Terdragon,

; ruota a destra, un altro Terdragon
}

Heighway {
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Angle 4
Axiom fx
x=fx+fy
y=fx-fy
f=
}

Pentive3 {
Angle 10
Axiom q
f=
p=--fr++++fs--fu
q=ft++fr----fs++
r=++fp----fq++ft

s=fu--fp++++fq--
t=+fu--fp+
u=-fq++ft-
}

Figura 12: curva
Cross

Figura 13: curva
Chiesadi Dekking

Figura 14: curva
Terdragon

Figura 15: curva
Heighway

Figura 16: curva
Pentiv e3
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9.11 Curv e quadratica ed esagonale di Peano-Gosp er

Il matematico-hacker Bill Gosper �e un importante esponente della comunit�a
Lisp edella rivoluzionesommessadegli hackersamericani, che ha riferimento
in D.E.Knuth 38 descritta nel libro di Levy Hackers,gli eroi della rivoluzione
informatica. Gosper ha prodotto interessanti lavori sulla tassellazionedel
piano alla Escher e Penrose,sul gioco Life nei laboratori dell' IA del MIT,
sull'etica hacker e sulla cucina cinese,su un algoritmo per il MCD di due
polinomi, sulla rappresentazione di numeri reali con frazioni continue, sulle
funzioni ipergeometriche e su due curve di Peanoqui di seguito presentate.

Figura 17: Bill Gosper

QuadGosper{ ; Adrian Mariano, from the Algorithmic Beauty of Plants
; Quadratic Gosper curve, Figure 1.11b p.12

angle 4
axiom -Fr
l=FlFl-Fr-Fr+Fl+Fl-Fr-FrFl +Fr+FlFlFr- Fl+ Fr+FlFl+ Fr- FlFr -Fr- Fl+ Fl+FrFr-
r=+FlFl-Fr-Fr+Fl+FlFr+Fl-F rFr -Fl- Fr+FlFr Fr-F l-Fr Fl+ Fl+Fr-Fr -Fl +Fl+FrFr
f=
}

38 Donald Ervin Knuth (1938-vivente), matematico americano
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HexaGosper { ; Giancarlo Bassi, from the Algorithmic Beauty of Plants
; Hexagonal Gosper curve, Figure 1.11a p.12

angle 6
axiom Fl
l= Fl+Fr++Fr-Fl--FlFl-Fr+
r=-Fl+FrFr++Fr+Fl--Fl-Fr
f=

}

46



47



9.12 Curv a di Peano tridimensionale

L'in terpretazione della tartaruga di un L-sistema pu�o essereestesaalle tre
dimensioni seguendole idee di Abelson e Di Sessa. Il concetto chiave �e
di rappresentare l'orientazione corrente della tartaruga nello spaziocon tre
vettori ~H ,~L L, ~U che indicano la direzione in avanti della tartaruga, la
direzione alla sinistra e la direzione sopra. Questi vettori hanno lunghezza
unitaria, sonoperpendicolari l'un l'altro, esoddisfanol'equazione ~H � ~L = ~U:

Figura 18: Controllo della tartaruga in 3 dimensioni

Le rotazioni della tartaruga sonoallora espressedall'equazione:

[ ~H 0~L 0~U0] = [ ~H ~L ~U]R :

dove R �e una matrice di rotazione 3 � 3. Precisamente, le rotazioni di
un angolo � attorno ai vettori ~H ; ~L; ~U sonorappresentate dalle matrici:

RU (� ) =

2

4
cos� sin � 0

� sin � cos� 0
0 0 1

3

5

RL (� ) =

2

4
cos� 0 � sin �

0 1 0
� sin � 0 cos�

3

5

RH (� ) =

2

4
1 0 0
0 cos� � sin �
0 sin � cos�

3

5

I seguenti simboli controllano l'orientamento della tartaruga nello spazio

� + Ruota a sinistra dell'angolo � , mediante la matrice RU (� ):
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� - Ruota a destra dell'angolo � , mediante la matrice RU (� ):

� & Va in giu' dell'angolo � , mediante la matrice di rotazione RL (� ):

� ^ Va in su dell'angolo � , mediante la matrice di rotazione RL (� ):

� n Ruota a destra dell'angolo � , mediante la matrice di rotazione
RH (� ):

� / Ruota a sinistra dell'angolo � , mediante la matrice di rotazione
RH (� ):

� | Ruota attorno di 180� , mediante la matrice di rotazione RU (180� ):

Figura 19: Un'estensione tridimensionale della curva di Peano-Hilbert.
I colori rappresentano le \strutture" tridimensionali associate ai simboli
A(rosso), B(blu), C(verde) e D(giallo); n. iterazioni=2, � = 90�
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Codice L-sistema:

Axiom A
A ! B � F + CF C + F � D&F D � F + && CF C + F + B ==
B ! A&F CF B F D � F � D jF B jF CF A==
C ! jD jF B � F + CF A&& F A&F C + F + B F D==
D ! jCF B � F + B jF A&F A&& F B � F + B jF C==
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